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1.1. Resumen

El objetivo de esta practica es aclarar conceptos y resolver problemas relacionados con la estructura
cristalina de los sélidos y con algunos conceptos bésicos de la mecénica cudntica.

1.2. Estructura cristalina de los sélidos
Ejemplo 1.2.1 Demuestre que dos planos paralelos tienen el mismo indice de Miller.

Solucion:

Considérense dos planos paralelos que intersecan a los tres ejes coordenados, como se
muestra en la figura 1.1a. Considérese ahora la interseccién de ambos planos con el plano zy,
como se muestra en la figura 1.1b. Como los planos son paralelos, las rectas de la figura 1.1b
también lo son. Esto implica que ambas rectas deben tener la misma pendiente. Por lo tanto:

b e d_ ¢
a d a b

Otra manera de justificar la ecuacién anterior es notando que los dos tridngulos rectangulos
formados por los ejes x e y y las rectas paralelas son semejantes.
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Realizando andlisis similares para los planos zz y yz se obtiene que:

o =

SR
Q= o

Y combinando las tres ecuaciones anteriores resulta:

d f
—:—:—:k
a b c

Se concluye entonces que d = k-a,e =k-by f = k-c. Por propiedades del minimo comun
miltiplo se sabe que:

mem(d, e, f) =mem(k-a,k-b,k-c) =k -mem(a,b,c)

Finalmente, el indice de Miller del segundo plano sera:

(mcm(d,e,f) mem(d, e, f) mcm(d,e,f)) _ (k -mem(a, b, ¢) k-mem(a,b,c) k- mem(a,bd, c))

d e f k-a k-b k-c
_ (mcm(a, b, c) mem(a, b, c) mem(a, b, c)
N a b c

Que como se ve es igual al indice de Miller del primer plano. Los casos en los que los
planos paralelos no intersecan a todos los ejes coordenados se resuelven de manera similar y se
dejan como ejercicio al lector.

Y Y

8

z a d
(a) Vista tridimensional de los dos planos (b) Plano zy

Figura 1.1: Dos planos paralelos que intersecan los tres ejes coordenados.
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El ejemplo anterior muestra que los indices de Miller no definen a un plano especificamente, sino a una
familia de éstos. Es decir, los indices de Miller definen la orientacién del plano, pero no su posicién absoluta.
Otra manera de demostrar el enunciado del ejemplo 1.2.1 es notando que el vector cuyas componentes son
el indice de Miller de un plano es perpendicular a dicho plano.

Ejemplo 1.2.2 Determine la densidad superficial de dtomos en los planos (100), (101) y (111) de un cristal
de Silicio puro. Determine ademds la densidad atomica y la densidad del Silicio.

Solucion:

En un cristal de Silicio los d4tomos se ordenan en un patrén conocido como diamante o
zincblende. En la figura 1.2 se muestra la celda unitaria de este patron. Como se vera, todas las
densidades solicitadas pueden determinarse a partir de ésta celda bésica.

Figura 1.2: Celda unitaria del patrén zincblende. Los atomos en amarillo estdn en contacto con alguna de
las caras del cubo, y los 4tomos en gris no. En el caso del Silicio el lado del cubo es 5,43A

En la figura 1.3 se muestran los planos correspondientes a los indices de Miller (100), (101)

y (111).
) Y Y
|
T T T
/ ;1 ; ; 1 1 !i ; 1
z z z
(a) Plano (100) (b) Plano (101) (c) Plano (111)

Figura 1.3: Algunos planos con sus respectivos indices de Miller

Para determinar la densidad superficial en el plano (100) se debe primero determinar el
patrén que siguen los atomos en ese plano. Con ese fin se determina primero cudles atomos
de la figura 1.2 estdn en el plano (100) (figura 1.3a). Analizando las figuras mencionadas se
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determina que los dtomos de la celda unitaria en el plano (100) se distribuyen como se muestra
en la figura 1.4a.

De la misma manera en la que la celda unitaria tridimensional de la figura 1.2 se repite
en el espacio, la celda obtenida en la figura 1.4a se repetird indefinidamente en el plano (100),
como se muestra en la figura 1.4b. Con esta informacién ya se puede determinar la densidad
superficial de dtomos en el plano (100).

(a) Atomos de la celda unitaria del patrén zincblende (b) Atomos del patrén zincblende en el plano (100).
en el plano (100).

Figura 1.4: Distribucién de los dtomos del patrén zincblende en el plano (100).

Para hacer este calculo se utilizard la regularidad del patrén. En la figura 1.4b se resalté
en azul una celda unitaria como la de la figura 1.4a. Se observa que los atomos de las esquinas
son compartidos por cuatro celdas distintas, por lo que podemos considerar que sélo % de los
mismos estan dentro de la celda. De igual manera, el atomo del centro de la celda pertenece
exclusivamente a la misma. Esto quiere decir que hay, en promedio

1 atomos
4.-+1=2
4 * celda

Como se ve en la figura 1.4a, el drea de una celda unitaria en el plano (100) es a-a = a® =

(5,43A)2 = 2,95.1071% cm?. Por ende se puede decir que la superficie tiene 2,95 - 10715 Czrﬂjza.
Dividiendo ambas cantidades resulta:

) atomos

celda = 6.78 -
2,95.10-15 cm? ’

celda

atomos
(Densidad atémica superficial),,, = 101472
cm

La determinacién de las demds densidades superficiales se hace de manera similar. En la
figura 1.5a se ve como se distribuyen los dtomos de la celda unitaria en el plano (101), y en la
figura 1.5b se muestra como se distribuyen los dtomos a través de todo el plano. En cada celda
hay 4 dtomos compartidos por 4 celdas (en las esquinas), 2 dtomos compartidos por 2 celdas
(arriba y abajo), y 2 dtomos dentro de la celda. Por lo tanto hay, en promedio:

1 1 atomos
4. -4+2.-4+2=4
4+ 2+

celda

La celda unitaria en el plano (101) no es un cuadrado, como se ve en la figura 1.3b. Se
ve que la longitud de uno de los lados sigue siendo a. La longitud del otro lado se puede hallar
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facilmente con el teorema de Pitdgoras, y se obtienes que es va2 + a2 = /2 - a. Por ende el
4rea de la celda unitaria es a-v/2-a = v/2-a? = /2 (5,43A)2 = 4,17 - 10~ cm?. Por lo tanto
la densidad atémica superficial sera:

4 atomos 4tomos
(Densidad atémica superficial),,, = Cil‘lig — =9,59- 101472
4,17-10 s cm

El caso del plano (111) es ligeramente diferente porque como se ve en la figura 1.3c en este
caso la celda unitaria en ese plano serd un triangulo. Los lados del tridngulo se pueden calcular
también con el teorema de Pitdgoras, y se obtiene que los tres son iguales a v/2 - a, por lo que
el tridngulo es equildtero. El drea del tridngulo serd entonces 3 - (v2-a) - (V2 a - sen(60)) =

V3 g2 = Y3 (543A)% = 2,55 - 10715 cm?.

En la figura 1.6a se muestra la distribucién de los atomos de la celda unitaria en el plano
(111), y en la figura 1.6b se observa como éstos dtomos llenan ese plano. Los dtomos en los
vértices del tridngulo pertenecen a 6 celdas unitarias, y los que estdn en los lados del triangulo
pertenecen a 2 celdas. Por lo tanto hay, en promedio:

1 1 atomos
6 2 celda

Se tiene que la densidad superficial de dtomos sera, entonces:

atomos ‘
; atomos
(Densidad atémica superficial),;; = celda __— — 784.10M"——~
2’55 -10715 cCeIﬂia cm?

V2-a

(a) Atomos de la celda unitaria del patrén zincblende (b) Atomos del patrén zincblende en el plano (101).
en el plano (101).

Figura 1.5: Distribucién de los dtomos del patrén zincblende en el plano (101).

El célculo de la densidad atémica del Silicio se realiza practicamente de igual manera
que el de la densidad superficial. En este caso se tiene que el volumen de la celda unitaria es
a® = (5,43A)3 = 1,60 - 10~22 - cm®. Para el ntimero de atomos por celda se tiene en cuenta
que los 4tomos en las esquinas de la celda son compartidos por 8 celdas, los de las caras por 2
celdas, y los del interior de la celda no estan compartidos. Por lo tanto hay, en promedio:

1

1 atomos
8- —+6-—+4=8
8+ 2+

celda
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V2a

(a) Atomos de la celda unitaria del patrén zincblende (b) Atomos del patrén zincblende en el plano (100).
en el plano (111).

Figura 1.6: Distribucién de los dtomos del patrén zincblende en el plano (111).

Se tiene entonces que la densidad atémica sera:

§ dtomos atomos
(Densidad atémica),,,; = clda___ —5.10% ———
1,60 - 1022 S5 cm

El peso atémico del Silicio es 28 u, por lo que un mol de Silicio pesa 28 g. Como en un mol
hay 6,022 - 1022 4tomos, se tiene que el peso de un dtomo de Silicio es ﬁ =4,65-10"23 g.
Finalmente:

At
(Densidad del Silicio) = 4,65 - 1023 % 5. 1022200198
a

0mo cm?3

8
cm?3

=2,32

El valor real de la densidad del Silicio es 2,3290 _£5. La diferencia entre el valor real y
el calculado en este ejercicio es del 0,4 %, error lo suficientemente pequenio como para suponer
que se debe a las aproximaciones realizadas. Los valores reales de las densidades atémicas
superficiales del Silicio son 6,78 - 1022 &temos g 59 . 1022 dtomos y 783 . 122 4tomos papy Jog
planos (100), (101) y (100), respectivamente. Estos valores coinciden con los determinados en
este ejemplo.

1.3. Mecanica cuantica
Ejemplo 1.3.1 Un electron se describe mediante una onda plana que viene dada por A - e/k#=<t) donde
k=1,5-10m' yw=1,5-10'3r2,

(a) Determine la velocidad de fase de la onda plana.

(b) Calcule la longitud de onda, el momentum y la energia cinética (en eV) del electron.

Solucién:
(a) La velocidad de fase de la onda sera:

w 1,5-10132d

m
SR e S B T) B
Utase = 2 = 1.5 10°9m-1 s
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(b) De la longitud de onda de De Broglie se tiene que:

hoo V.
p=5 =3 =h-k=6582-10""%V-s - 1,5-10°m"" = 9,873 10" 72
27
Ko -
—9,873-10"7-1,602-10"19J . > — 1 582.10-20 281
m S
La longitud de onda del electrén es:
2 2 _g
,\:? :m:4,189-10 m = 41,89A
Como la energia cinética es T' = %mv2 y p = mv se concluye que:
2 9,873 - 107 7€¥8)2 2 2
r— 2 _ w )" g 53610719 0V S (3~1083> — 85, 84meV
2-m 2-0,511-100% m? s

Comentario:

Un lector desprevenido podria pensar que la energia cinética del electrén es:

h d
E=h-v=-" (21 v)=hw=0658 10"V 51,5102
S

=9,873meV
2

Sin embargo, este resultado no se corresponde con el determinado en la solucién del proble-
ma. El error en este razonamiento estd en que, en la férmula F = h-v, el valor de F corresponde
a la energia total del electrén, y no a su energia cinética. Es decir, E =T + V, donde T es la
energia cinética del electrén y V' es su energia potencial.

Una conclusién interesante del andlisis anterior es que el electrén del problema no es un
electrén libre. De acuerdo a éste analisis se tiene que:

V=FE-T=9,873meV — 85,84meV = —75,967TmeV

Otra manera de comprobar esto es reemplazando ¥ (z,t) = A- e’ (kz—wt) on la ecuacién de
Schrodinger, como se muestra a continuacién:

;7’12 . 0%V (x,t)

ha‘ll(x, t)
2m Oz

+V(z) U(x,t)=3j Y

—p2 82(A . ej(kwfwt)) (A - ej(kmfwt))

+ V() A ekt — jp

2m 0x? ot
= % . (]k)Q A ej(km—wt) + V(J?) A e](km—wt) Zjh (—jw) A e](kat—wt)
h® - k2
= +V(z) =hw
h2 . k?
= V(x) = hw —

1-7
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Utilizando los datos del problema se deduce que:

013@ _ (6,582-107"%V -5-1,5-10m™")?
s 2-0,511-100<%

2
— 9,873meV — 9,538 10" eV - . (3. 10822
m S

V(z) =6,582-1071%V.s-1,5-1

= —75,969meV
Valor que coincide con el calculado anteriormente. |
Ejemplo 1.3.2 Calcule los niveles de energia permitidos para un electron en un pozo de potencial infinito.

Solucion:

En la figura 1.7 se muestra un pozo de potencial infinito.

V() 00 00

x=0 x=1L
Figura 1.7: Pozo de potencial infinito.

Dado que el potencial es infinito fuera del pozo, se tendra que el electréon no podra estar
fuera del mismo. Por lo tanto, ¥(x) = 0 si x < 0 o x > L. Como % debe ser continua, esto

implica que 1(0) = (L) = 0.

Dentro del pozo de potencial se tiene que V(x) = 0, por lo que, de acuerdo a la ecuacién
de Schrédinger independiente del tiempo:

?Y(z)  2m
Ox? + e

-E-p(x)=0

Esta es una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden. Como su polinomio
caracteristico es:

2m (A_j_ \/2;LnE> . (AH- \/2;:1E>

Se deduce que ¥(x) debe ser de la forma:

1/1(x)=A~sen< 2gLE-m)—l—B'(J‘os( Z%nEx>
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Utilizando las condiciones de frontera se obtiene que:

”2;”E~0> +B.cos<”2;”E.0>

V2mE
n "

w(O):A~sen< :B:0:>¢(x):A'sen<

¢(L):A~sen< 2;LnE~L> =0

La tltima ecuacién implica que ¥22E . [, = ng para algtin entero n, de donde se deduce
h k)

que los niveles de energia permitidos son:

h? .- n? . w2
_ -1,2,3,...
E, 5 12 n=123,
Comentario:
La derivada por la derecha de ¥ (x) en 0 es
d(A~sen (7v2;z“9x)> OYmE
—p. e
dt h

z=0

La derivada por la izquierda de 1(x) en 0 es, en cambio:

Como ambas derivadas son distintas, concluimos que 9'(z) no es continua en = 0. Un
andlisis similar muestra que v¥’(z) tampoco es continua en x = L.

Sin entrar en los detalles matemadticos, la razén de que en este caso ¥'(z) no sea continua
enz =0y x =L es que en esos puntos el potencial V(z) pasa de ser finito a ser infinito. Una
explicacién (un poco) més rigurosa de este fenémeno se encuentra en la seccién 3.2 de Schwabl
(2007). ]

Ejemplo 1.3.3 Determine si los niveles de energia permitidos para un electron con E < Vi son discretos o
continuos, si el potencial V(x) es el mostrado en la figura 1.8.
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r=a

Figura 1.8: Potencial para el ejemplo 1.3.3.

Solucion:

Para resolver este tipo de problemas es necesario encontrar una ecuacién que deba ser
satisfecha por la energia F y que no involucre mas incognitas del problema. Para determinar
esta ecuacién es necesario analizar las diferentes regiones del problema de acuerdo a la ecuacién
de Schrodinger, y utilizar las condiciones de continuidad de la funcién de onda. Usualmente
al terminar este andlisis se tendra un sistema de ecuaciones, a partir del cudl se obtendra la
ecuacion buscada.

Una vez obtenida esa ecuacion es necesario analizarla para determinar si ella implica que
FE es discreta o continua. En algunos casos, como en el problema del pozo de potencial infinito
(en el cual ‘/2;L”7E - L = nr), la ecuacion es sencilla y puede ser resuelta. En otros casos, como
en este problema, la ecuacién resultante es mas complicada.

Como para z > a se tiene que V(z) = oo, resulta que 1 (z) = 0 para = > a.

En la regién definida por 0 < x < a se tendréd que:

Pi(x) | 2m
Ox? B2

“E-(x)=0
La solucién general para esta ecuacién viene dada por:

b@) = A-TED) | g (1)

Finalmente, en la regién definida por z < 0 se tendra, en cambio, que:

O*Y(x) _2m
Ox? B2

(Vo — E)-4p(z) =0
La solucién general de esta ecuacién es:

P(x) = ce(@w) +D.€(7@_z>

Como 9 (z) no puede crecer indefinidamente, se debe tener que D = 0 (recuerde que en
esta regién z < 0).
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En resumen:

Y(x) =0 0<z<a

P(z) = A e<J\/zﬁiEm) +B e(_j@'x a<z
2m(Vo—EB) |

w(x):C-e< > 0<z<a

Como 9 (x) debe ser continua en x = 0 y = a se tiene que:

C=A+B

A~e(j$‘a) +B~e(_j g 'a) =0

Como 9’ (x) debe ser continua en z = 0 se tiene que:

2m(Vo — E) c <72m<:07E>_1) V2mE

= .C-e =7 o
=0 =0

2 - F
i%@:jiﬂf.#ﬂ?ﬁﬂ

note que, como se explicé en el comentario del ejemplo 1.7, ¥’ (x) no estd obligada a ser
continua en x = a. Finalmente, tenemos el siguiente sistemas de ecuaciones:

A+B-C=0
2 - F
jv?E_A_j 2:E.B_%_C:0

A.e<j\/2£'ﬁ‘a> +B.e(_j\/2£”7E-a) -0

. . . \V2m(Vo—E \2m(E .
Para simplificar las ecuaciones, se definen k; = # y ko = % Las ecuaciones

quedan entonces como:

A+B-C=0
jko+A—jky-B—k1-C =0
A-elkra 4 B.emika —

De la tercera ecuacion se puede despejar que:
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. eJk2a )
B:—iA - = —A.¢2k2a
e*jkz%l

Reemplazando este resultado en la primera ecuacion se obtiene:
C=A+B=A-(1-¢Jk)

Finalmente, reemplazando los valores obtenidos de B y C' en la segunda ecuacién se obtiene

que:
Gho - A (14 e2k20) A (1—e¥h2e) =
Dividiendo entre A - kq y reordenando:
Jke 2jks- 2jks-a
2.1 JrR2:ay — (1 _ g=Ik2
L (L ) = (1 et
Jk2 _ gk o 25k
=1—-"= = Jr2-a Jr2-a
ook T
=1 - L2 = ke, <1 + “) (1.3.1)
kl kl
En la ecuacién 1.3.1 las tnicas incégnitas que aparecen son ky y ko. Sin embargo, como
k1 = w y ko = Y 27;:(E) se observa que la tnica incégnita que aparece realmente en

la ecuacién 1.3.1 es E. Por lo tanto esta es la ecuaciéon que nos permitird determinar si E es
continua o discreta.

Notando que

Jetten] | =1
Y que
kv || ki) k1
Resulta que:
ij _ 2jka2-al| | @
Hl—kl e H1+ L

Para que dos numeros complejos sean iguales sus mdédulos deben ser iguales y sus argu-
mentos deben diferir en un multiplo entero de 27. Se acaba de demostrar que los médulos de
los niimeros complejos en la ecuacién 1.3.1 son iguales. Por lo tanto, la mencionada ecuacién es
equivalente a:



Practica 1: Fundamentos de semiconductores

k
= —arctan <2> +27-n=2-ky-a-+ arctan (l:)
1

k
:>27r~n:2~k2~a+2-arctan<k2>
1

k
:>7T-n=k2-a+arctan<k2>
1

Finalmente, cambiando k; y ko por sus valores en funcién de E y Vg (k1 = M y
ko = QZ(E)) se concluye que:

2mb a + arctan E n
. e ’n’ .
h Vo— F

La ecuacion 1.3.2 es trascendente, por lo que no se puede despejar el valor de E. Sin

embargo, si es posible concluir que E es discreta pues, como 0 < E < Vj, se tiene que las

7v2,ZI”E -a'y arctan ( VO—%) son crecientes, y por lo tanto su suma también lo es.

funciones

Una manera de entender mejor la ecuaciéon anterior es analizar que pasarfa en un caso
limite. Por ejemplo, si Vj — oo se tendria nuevamente un pozo de potencial infinito. Luego,
incluyendo la condicién Vy — oo en la ecuacion 1.3.2 se deberia obtener la ecuacion de la energia
en un pozo de potencial infinito.

. . E
En efecto, si Vo — oo se tiene que "E 0, por lo que arctan( m) —

arctan(0) = 0. La ecuacién 1.3.2 se reduce entonces a:

2mE Ny B2 -n?. g2
a=T-'n -
h 2m - a?

Que es la energia de un pozo de potencial infinito de ancho a.
Comentario:

Para llegar a la ecuacién 1.3.1 se partié del siguiente sistema de ecuaciones:

A+B-C=0
jko A —jky - B—k -C=0
A-elk2a y B.emikza —

Este sistema de ecuaciones lineales anterior tiene 3 incégnitas y 3 ecuaciones. Ndtese que
A = B = C = 0 es una solucién del mismo. Sin embargo, esta solucién implica que ¢ (x) = 0 Vz,

1-13

(1.3.2)
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lo que implicaria que no hay ningin electrén. Esto implica que se necesita que el sistema de
ecuaciones tenga més de una solucién. Y como se estudia en cursos de algebra linea, esto es
equivalente a querer que el determinante del sistema sea nulo:

1 1 -1
det | jka  —jka —k1| =0
ejkg-a efjkg-a 0

= —(—ki) e R 4 (—ky) - €% 4 (=1) - (jho - e IR0 4 iy - TF0)
= k- (eijk?a - ejkla) = jka- (eijkwl + eij'“)
Y dividiendo por ki - e77%2¢ resulta:

(1 _ e2jk2-a) _ @ . (1 + 62jk2~a)

Que es exactamente la ecuacion 1.3.1. Se ve, por lo tanto, que otra manera de llegar a la
ecuacion buscada de la energia es tomando el determinante del sistema de ecuaciones resultante.
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1.4. Formulas utiles

1.4.1. Estructura cristalina de los sélidos

Indices de Miller:

mcm(a,b,c) mcm(a,b,c) mem(a,b,c)
a b c

x (El plano interseca a los tres ejes)

a c

(mcm(a,c) 0 mcm(a,c) )

T (El plano no interseca al eje y)

T (El plano es paralelo al y2)

Y
b
C
J |
Y
(500 =100
a

Distancia entre dos planos consecutivos con el mismo indice de Miller:

d=— (nhk) = Indice de Miller del plano.

vn? + h? + k2

a = Constante de la reticula.

Densidad atémica volumétrica[superficial]:

Numero de atomos en una celda unitaria

Volumen[Area] de una celda unitaria
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Densidad:

Peso atémico

Densidad atémica volumétrica - —
Numero de Avogadro

Ley de Bragg:

2-d-sen(f) =n-\

1.4.2. Mecanica cuantica

Energia de un fotén:

FE = hv v = Frecuencia del fotén, o de la radiacién electromagnética.

Energia de un fotoelectrén:

E=hv—2¢ ¢ = Funcién de trabajo del metal.

Modelo del atomo de Bohr:

n? . h?
r=—— K = Constante de Coulomb.
Q . 62 s Me
V= Z = Numero atémico.
Me - T
Q‘€2 Q~€2 Q'€2 Q2~€4
E=T+U= - = == =K-Z
+ 2r r 2r 2.18%.n2 Q
FBohr = 0,529 A ERydberg = —13,6 eV

Numero de onda:

Longitud de onda de De Broglie:

p = Momento de la particula.

<>
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Velocidad de grupo:

dw
Vgrupo = @

Velocidad de fase:
w
Ufase = )\ U= E

Principio de incertidumbre de Heisenberg:

Ax - Ap, >

At-AE >

NSNS

La ecuaciéon de Schrodinger:

;—:j YD |y (et = a2
i W (2. 1) = V() - 0(0):
G(t) = e IR = I
T 20 (8 V) ) =0
| w1
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